Estandarizacion de Formulas
Proposicionales

Curso 2014-2015

Mari Carmen Suarez de Figueroa Baonza
mcsuarez@fi.upm.es

POLITECNICA




Contenidos

®m Introduccion a la demostracion automatica

m Estandarizacion de formulas

®m Formas normales

»  Forma normal conjuntiva
®m Forma clausular

m Forma clausular de una deduccion




Introduccion a la Demostracion Automatica (1)

® El calculo de deduccion natural es intuitivo, pero no es
optimo para la automatizacion de demostraciones
|6gicas

B El razonamiento automatico se dedica a estudiar como
usar un ordenador para ayudar en la parte de resolucion
de problemas que requiere razonamiento

Q

Se trata de implementar programas que verifiguen un
razonamiento mediante una serie de pasos de inferencia

Se suele denominar deduccion automatica porque se suele utilizar
razonamiento como proceso deductivo

Cuando el trabajo se centra en la obtencion de algoritmos que
permitan encontrar pruebas de teoremas matematicos, recibe el
nombre de demostracion automatica de teoremas (DAT)




Introduccion a la Demostracion Automatica (ll)

B Los Demostradores Automaticos de Teoremas (DAT)

0 Hacen uso de una representacion especial de las féormulas, una
representacion estandarizada: la forma clausal o clausular

0 Utilizan resolucion (principio de Robinson) mediante un algoritmo
que se aplica a un conjunto de clausulas de entrada y que
comprueba si son insatisfacibles

0 Realizan pruebas por contradiccion (o refutacién), en la mayoria de

los casos
DAT
Formulas en - Estrategia de - Resultado
Forma Clausular Resolucion Demostracion
Prueba por
contradiccion




Introduccion a la Demostracion Automatica (l1l)

B La Demostracion Automatica de Teoremas tiene como
objetivo:
0 El desarrollo de algoritmos que verifiguen un razonamiento

mediante pasos de inferencia

B Temas involucrados:

0 Representacion del conocimiento
= Forma Clausular (FC)
0 Reglas para derivar conocimiento

= Métodos de Resolucién (Robinson)

0 Estrategias para controlar dichas reglas

= |nput, ordenada, SLD




Estandarizacion de Formulas (1)

B Objetivo: Simplificar las formulas

Q

Queremos obtener, mediante una serie de transformaciones, una
formula que sea mas facil de manipular automaticamente, pero que
mantenga las propiedades de la formula original (estandarizacion)

El objetivo de la estandarizacion de férmulas es reducir la variedad
sintactica de un LP, uniformando sus formulas
= Reducir la variedad sintactica = reducir el nUmero de conectivas

Las transformaciones que vamos a aplicar preservan la semantica
de la formula original

= |a formula resultante es equivalente a la férmula original




Estandarizacion de Formulas (I1)

B Transformaciones:

Formula en un lenguaje proposicional —(p—>q) v —r

\ 4 \ 4

Férmula en forma normal conjuntiva (P vV —r) A (=q v —r)

\ 4 \ 4

Formula en forma clausular {pv-—r,—qv-r}




Formas Normales (1)

B Algunas definiciones:

0 un atomo es una variable proposicional

" p,q,ryssonatomos

0 un literal es un atomo o su negacion (es una proposicion o la
negacion de una proposicion)

= p,-p,Yyrson literales
= p = g no esun literal

0 una clausula es una disyuncion de uno o mas literales
" pVv —rv-—qesuna cldusula; p también lo es

"= r AShoesunaclausula

0 La forma clausular de un razonamiento viene a ser un conjunto de
clausulas

= {pVv—=rv-—q,rvs,—q}esunaforma clausular




Formas Normales (ll)

m El objetivo de la estandarizacion de formulas es reducir
la variedad sintactica de un LP, uniformando sus

formulas

0 Reduccion de la multiplicidad de conectivas (formas normales en la
|6gica proposicional)
= Forma normal conjuntiva (FNC)

= Forma normal disyuntiva (FND)

0 Forma Clausal o Clausular (variante sintactica de la Forma Normal
Conjuntiva)

m La idea es que la formula inicial es satisfacible sii su
transformada es satisfacible




Forma Normal Conjuntiva (FNC) (1)

B Una formula en Forma Normal Conjuntiva (FNC) es una
conjuncion de disyunciones de literales

(mpVg)A(rvpVqg)esuna FNC
—pA(rvV pVg)esuna FNC
rv pVgesuna FNC

—p A resuna FNC
res una FNC

rv (—p A —g) no es una FNC

@ r — (—pV —qg) no es una FNC
@ p <> qg noesuna FNC
@ pV ——g no es una FNC

@ —(pVqg) noesuna FNC




Forma Normal Conjuntiva (FNC) (1)

B Para transformar una formula proposicional en otra en
FNC se utilizaran los siguientes teoremas de

equivalencia:

0 Interdefinicidn: (eliminar bicondicionales y condicionales usando la
equivalencia)
" (A B)<>(A—>B)A(B—A)
= - (A—B)<> (—AVB)
0 Leyes de De Morgan: (interiorizar negaciones usando equivalencias)
"= - —(AAB)¢<>—-AVv—B
" -—5(AvB)<>—-AA—-B

0 Distribucion de vy A:
" FAABVC)<—(AAB)V(AACQ)
" mFAvV(BAC)<> (AVvB)A(AV ()
0 Doble negacidn:
= - —AOA




Forma Normal Conjuntiva (FNC) (liI)

Para toda formula A, = A <> FNC(A)

H
B Lema:

0 La forma normal conjuntiva de una formula siempre existe
= Es decir, podemos utilizar exclusivamente la FNC de las formulas




Ejemplos (1)

m CalcularlaFNCde(p—=2q)—=>r

(p—>q)—r (A— B) & (-A v B)
~(poqvr (A~ B) & (-Av B)
~(=pvqg vr —(AvB) e A =B
(—l—lpﬂ—lC[)\r’r --A oA
(pA=Qq)vr Av(BAaC)e (AvB)a(Av ()

(Ppvr)a(=qvr)
FNC(A)=(pvr)a(=qvr)




Ejemplos (I1)

m Calcularla FNCde =(p A (g = 1))

-(p A (g—>r)) —~(ArB) & -Av =B
-pVv-(g—or) (A—> B) < (-Av B)
-pVv-=(-gvVvr) —~(AvB) < -Ar =B

~p v (=g A -r) - A4

~p v (q A =r) Av(BArC)e (AvB)a(AvC)
(=p Vv a)A(=pv-r)

FNC(A) = (-p Vv a) A (=p Vv -r)




Ejemplos (lil)

m Calcularla FNCde (p —>r) v (g — p)

(b —>r)vi(g—p) (A— B) & (-A v B)
(-pvr)vi(g—p) (A— B) < (-A v B)
(=pVvr)v(=-qvVp)

—pVvrv-qvp

FNC(A)=-pvrv-gvp




Ejercicios

m Calcularla FNCde-r—>-(pVvq)

formula a transformar regla a aplicar
-r—-(pVvgqg) <+  [implicacion]
-—rV-(pvg) < [negacion]
rv-(pvg) <«  [De Morgan]
rv(-pA—q) <  [distributividad]

(rv =p)A(rVv—q)

m Calcularla FNCde -p < ((-q Vv -r) > s)




Forma Clausular (FC) (1)

B Una formula F es satisfacible sii FN(F) es satisfacible y Ia
FN(F) existe siempre para cualquier formula F, luego
podemos trabajar exclusivamente con formulas en forma
normal

m Para trabajar mas comodamente con formulas en FNC
utilizaremos la Forma Clausular (FC)

B Clausula: es la disyuncion finita de cero o mas literales

2 sitiene un soélo literal se denomina clausula atomica o unitaria

0 si no tiene ningun literal se denomina clausula vacia (L) y por
convenio es insatisfacible




Forma Clausular (FC) (Il)

B La Forma Clausular de una férmula A (FC(A)) es el
conjunto de clausulas de la Forma Normal Conjuntiva de

A (FNC(A))

B La Forma Clausular se entiende como la conjuncion de
las clausulas
O A:(pv=arA(=qv—ar)A=sa(rvs)

a FC(A):{pVv—r,—qVv—r,—s, rvs}

B Una formula A es satisfacible sii FC(A) es satisfacible




Forma Clausular (FC) (lll): Ejemplos

BA:(p>q)>r
O FNC(A)=(pvr)Aa(=qgvr)
Q FC(A)={pvr,=qgvr}

B A=(pA(g—r))
O FNC(A)=(-pVvg)A(-pV-r)
Q FC(A)={-pvq,-pV-r}

B A(p—>r)v(g—p)
O FNC(A)=-pvrv-gvp
Q FC(A)={-pvrv-gvVp}




Forma Clausular de una Deduccion (1)

B Una deduccion T[Al, A2, ..., An] - B es correcta sii se
cumpleTHA1IAA2A...AAN > B

O Teorema de la deducciodn

B Una deduccion T[Al, A2, ..., An] - B es correcta sii se
cumple EA1IAA2A...AAN—> B

0 Equivalenciade vy =

B Una deduccion T[Al, A2, ..., An] = B es correcta sii Al A
A2 A ... A An A —B es insatisfacible




Forma Clausular de una Deduccion (1)

B Una deduccion T[Al, A2, ..., An] = B es correcta sii FC(A1
A A2 A ... A An A —B) es insatisfacible
0 Por tanto, automatizar el andlisis de la correccion de una deduccion

pasa por automatizar el andlisis de la insatisfacibilidad de una
formula




Forma Clausular de una Deduccion (l1l)

B Una deduccion T[Al, A2, ..., An] = B es correcta sii FC(A1
A A2 A ... A An A —B) es insatisfacible

m Objetivo:

0 Dado un razonamiento ([Al, A2, ..., An] -~ B) con premisas {Al, ...,
An} y conclusion B, gueremos transformarlo en un conjunto de

cladusulas: su forma clausular

0 Para ello, transformamos todas las Ai y la negacion de la conclusion
(— B) en clausulas, generando un conjunto de cldusulas




Forma Clausular de una Deduccion (1V)

B Pasos: dada una deduccion: [Al, A2, ..., An]— B

0 Obtener la forma clausular de cada Ai, 1 <i<n |calcuar 1a forma normal

conjuntiva (FNC) vy transformar
dicha forma conjuntiva en un
conjunto de clausulas

O Obtener la forma clausular de —B

0 Realizar la unién de todos los conjuntos de clausulas
0 Comprobar la satisfacibilidad

Por tanto, se trata ahora de ver como comprobar automaticamente
la satisfacibilidad de un conjunto de clausulas




Forma Clausular de una Deduccion (lll): Ejemplo

B T[p—>q,-al--pAag

FC(p — q) = {-pVaq}
FC(—q) = {-q}
FC(=(=pAq)) = {pV g}

@ la forma clausular de la estructura deductiva es
{-pVaq, 7q, pV—q}

0 Hemos de comprobar si este conjunto de clausulas es satisfacible,
es decir, si hay una interpretacion que es un modelo

@ |/ es modelo de una cldusula C si satisface a C (vista como si fuera una
férmula cualquiera)
@ / es modelo de una forma clausular FC si satisface a todas sus clausulas
@ en este caso, hay una interpretacion que es modelo de la forma clausular:
o I(p)=f
o I(q)=f
por lo tanto, la deduccién es incorrecta




Ejercicios

B Pasar a forma clausular la siguiente argumentacion
QpAa(g=2>r)Epvg=>r

m Pasar a forma clausular, indicando cada paso y regla
aplicada, la siguiente argumentacion:

a{g=2-p,~(pAar)=2q,p2-(qa2r)}Ervs
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